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摘　要：基于按正弦周期律拓展的分数阶积分的类分数阶动力学建模方法，研究完整系统的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性和守恒量。首先，基于按正弦周期律拓展的分数阶积分，建立了类分数阶变分问题，导出了类分数阶

ｄＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理，给出了类分数阶ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程；其次，基于类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在无限小群
变换下的不变性，提出了类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换和 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换的定义和判据；最后，建立了类分数
阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，揭示了系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量之间的关系，并举例说明结果的应用。

关键词：类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理；按正弦周期律拓展的分数阶积分；类分数阶 （准）对称变换；守恒量

中图分类号：Ｏ３１６　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０１３）０５－００５１－０６

ＮｏｅｔｈｅｒｓＴｈｅｏｒｅｍｆｏｒＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＰｒｏｂｌｅｍＢａｓｅｄｏｎ
ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＩｎｔｅｇｒａｌＥｘｔｅｎｄｅｄｂｙＳｉｎｅＰｅｒｉｏｄｉｃＬａｗ

ＬＯＮＧＺｉｘｕａｎ１，ＺＨＡＮＧＹｉ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄ
Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｓｕｚｈｏｕ２１５００９，Ｃｈｉｎａ

２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｓｕｚｈｏｕ２１５００９，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｅｘｔｅｎｄｅｄｂｙｓｉｎｅｐｅｒｉｏｄｉｃｌａｗｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄｂｙＥＩＮａｂｕｌｓｉ，ｔｈｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｉｅｓａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｆｏｒｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓａｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．
Ｆｉｒｓｔ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｅｘｔｅｎｄｅｄｂｙｓｉｎｅｐｅｒｉ
ｏｄｉｃｌａｗｉｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｄＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅｐｒｉｎｃｉｐｌｅｉｓｄｅｄｕｃｅｄ，ａｓｗｅｌｌａｓ
ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｓｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｓａｎｄｃｒｉｔｅｒｉａｏｆ
ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓ（ｑｕａｓｉ）ｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｉｎｔｅｒｍｓｏｆｔｈｅｉｎ
ｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＨａｍｉｌｔｏｎａｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆｇｒｏｕｐ．Ｆｉ
ｎａｌｌｙ，ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｓｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｈｏｌｏｎｏｍｉｃｓｙｓｔｅｍｓｉｓｅｘｐｌｏｒｅｄ，ｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅＮｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｔｈｅｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｉｓｒｅｖｅａｌｅｄ，ａｎｄｔｗｏｅｘａｍｐｌｅｓａｒｅｇｉｖｅｎｔｏ
ｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅＮｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍ；ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｉｎｔｅｇｒａｌｅｘｔｅｎｄｅｄｂｙｓｉｎｅｐｅｒｉｏｄｉｃｌａｗ；
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅ（ｑｕａｓｉ）ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ；ｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙ

　　分数阶微积分的历史可以追溯到１６９５年 Ｌｅｉｂ
ｎｉｚ和 ＬＨｏｓｐｉｔａｌ之间的讨论［１］，但是直到最近的

４０年间分数阶微积分在科学和工程各领域才得到
广泛的应用［２－３］，包括：经典和量子力学、场论和

 收稿日期：２０１３－０２－２５
基金项目：国家自然科学基金资助项目 （１０９７２１５１，１１２７２２２７）；江苏省普通高校研究生科研创新计划资助项目

（ＣＸＬＸ１１＿０９６１）；苏州科技学院研究生科研创新计划资助项目 （ＳＫＣＸ１１Ｓ＿０５１）
作者简介：龙梓轩 （１９８７年生），女；研究方向：数学物理；通讯作者：张毅；Ｅｍａｉｌ：ｗｅｉｄｉｅｚｈ＠ｇｍａｉｌｃｏｍ



中山大学学报 （自然科学版） 第５２卷　

最优控制等。１９９６年，Ｒｉｅｗｅ［４］首先开展了分数阶
变分问题的研究，提出了将分数阶微积分应用于非

保守系统动力学和耗散系统的建模，初步形成了分

数阶 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程和分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程。
之后，分数阶变分问题得到了应用数学、物理学、

动力学与控制等研究领域的众多学者的高度关注，

并取得了一系列重要成果［５－９］。

为了建立非保守系统动力学模型，ＥｌＮａｂｕｌｓｉ
于２００５年在分数阶微积分的框架下基于 Ｒｉｅｍａｎｎ
Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ分数阶积分定义提出了一种新的建模方
法［８］，称之为类分数阶变分方法。该方法的特点

在于分数阶时间积分仅引进一个实参数 α，所得
到的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程形式简单且类似于经典的
方程。该ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程的新颖之处在于存在
一个作用在系统上的广义分数阶外力，尤其是方程

中不出现分数阶导数，而仅仅依赖于分数阶积分的

阶α。最近，ＥｌＮａｂｕｌｓｉ将这种动力学建模思想进
一步加以推广，提出了基于按周期律拓展的分数阶

积分的类分数阶模型［９］。

对称性和守恒量的概念在物理学和数学中扮演

着重要角色。对称性在数学上是用变换群来描述

的，即系统在变换群作用下保持的某种不变性，它

对系统的动力学行为和定性性质具有深刻影响。守

恒量在变分学和最优控制方面的一个典型应用是约

化系统的自由度，从而实现维数的降低和微分方程

积分的简化。１９１８年德国女数学家 Ｎｏｅｔｈｅｒ提出了
一个定理，揭示了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量在群的无限小
变换下的不变性与守恒量之间的潜在关系。关于动

力学系统的对称性与守恒量的研究是数学、物理

学、分析力学的一个重要发展方向［１０－１６］。最近，

基于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ提出的类分数阶模型，我们开展了
变分问题的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性研究［１７－１９］。本文进一步

研究基于按正弦周期律拓展的分数阶积分的类分数

阶模型下的Ｎｏｅｔｈｅｒ理论，建立了类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ
定理，给出了类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换和 Ｎｏｅｔｈｅｒ
准对称变换的定义和判据，建立了类分数阶

Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量之间的关系。本文结果具
有普遍意义，不仅经典的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理是其特例，
而且可以进一步推广到各类约束力学系统，例如非

完整系统、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统等。

１　基于按正弦周期律拓展的分数阶积
分的类分数阶变分问题

定义１［９］　设ｆ（ｔ）是在区间［ａ，ｂ］上的连续函
数。对于 ｔ∈ ［ａ，ｂ］，按正弦周期律拓展的阶为

α（α＞０）的左右分数阶积分定义为

Ｓα（ａ＋）ｆ（ｔ）＝
１
Γ（α）∫

ｔ

ａ
ｆ（τ）ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π[ ]２ ｄτ
（１）

Ｓα（ｂ－）ｆ（ｔ）＝
１
Γ（α）∫

ｂ

ｔ
ｆ（τ）ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π[ ]２ ｄτ
（２）

假 设 力 学 系 统 的 位 形 由 ｎ个 广 义 坐 标
ｑｋ ｋ＝１，…，( )ｎ来确定，系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为Ｌ
＝Ｌτ，ｑ，( )ｑ。按照 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ提出的非保守力学
系统建模的类分数阶变分方法［９］，类分数阶变分

问题定义如下：

求积分泛函

ＳＳα（ａ＋）（γ）＝
１
Γ（α）∫

ｂ

ａ
Ｌ（τ，ｑｋ（τ），ｑｋ（τ））·

ｓｉｎ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )２ ｄτ （３）

在固定边界条件

ｑｋ（ａ）＝ｑｋ，ａ，ｑｋ（ｂ）＝ｑｋ，ｂ　（ｋ＝１，…，ｎ）　 （４）

下的极值问题，其中 γ为某曲线，ｑｋ ＝
ｄｑｋ
ｄτ
，Γ是

ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数，０＜α≤１，τ是固有时间，ｔ是
观察者时间，τ≠ｔ，Ｌａｇｒａｎｇｅ函数Ｌ是其变量的Ｃ２

类函数。

上述变分问题称为基于按正弦周期律拓展的分

数阶积分的类分数阶变分问题，泛函 （３）又可称
为基于按正弦周期律拓展的分数阶积分的类分数阶

Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量，当α＝１时，上述问题成为经典
的力学系统的变分问题。

根据变分学理论，泛函 （３）在ｑｋ ＝ｑｋ（τ）上
取得极值的必要条件是其变分等于零，即 δＳＳα（ａ＋）
＝０，因此有

δＳＳα（ａ＋）Ｌ（ｔ）＝
１
Γ（α）∫

ｂ

ａ

Ｌ
ｑｋ
δｑｋ＋

Ｌ
ｑｋ
δｑ( )ｋ

ｓｉｎ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )２ ｄτ＝０ （５）

对上式第二部分分部积分，并利用边界条件 （４），
我们有

∫
ｂ

ａ

Ｌ
ｑｋ
δｑｋｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ ｄτ＝
Ｌ
ｑｋ
ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ δｑ[ ]ｋ ｂ

ａ

－

∫
ｂ

ａ

ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｋ
ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２[ －

Ｌ
ｑｋ
α－( )１ｃｏｓ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( ) ]２
δｑｋｄτ＝

２５
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－∫
ｂ

ａ

ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｋ
ｓｉｎ（α－１）ｔ－( )τ＋

π( )２[ －

Ｌ
ｑｋ
α－( )１ｃｏｓ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( ) ]２
δｑｋｄτ （６）

将式 （６）代入式 （５），有
１
Γ（α）∫

ｂ

ａ

Ｌ
ｑｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑ( )[
ｋ
ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ －
Ｌ
ｑｋ
１－( )αｃｏｓ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( ) ]２
δｑｋｄτ＝０

（７）
由积分区间［ａ，ｂ］的任意性，我们得到

Ｌ
ｑｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑ( )[
ｋ
ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ －
Ｌ
ｑｋ
１－( )αｃｏｓ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( ) ]２
δｑｋ ＝０

（８）
式 （８）可称为基于按正弦周期律拓展的分数阶积
分的类分数阶ｄＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理。原理 （８）
既适用于完整约束系统，也适用于非完整约束系

统。

对于完整约束系统，δｑｋ ｋ＝１，…，( )ｎ是相互

独立的，因此由式 （８）得出
ｄ
ｄτ
Ｌ
ｑｋ
－Ｌ
ｑｋ
＝（α－１）·

ｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ 

Ｌ
ｑｋ
　（ｋ＝１，…，ｎ）

（９）
方程 （９）是完整约束系统的类分数阶 ＥｕｌｅｒＬａ
ｇｒａｎｇｅ方程［９］。

２　类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量的变分
引进无限小群变换

珔τ＝τ＋Δτ，珋ｑｋ（珔τ）＝ｑｋ（τ）＋Δｑｋ
（ｋ＝１，…，ｎ） （１０）

其展开式为

珔τ＝τ＋εσξ
σ
０（τ，ｑ，ｑ），珋ｑｋ（珔τ）＝

ｑｋ（τ）＋εσξ
σ
ｋ（τ，ｑ，ｑ）　（ｋ＝１，…，ｎ）（１１）

其中εσ σ＝１，…，( )ｒ为无限小参数，ξσ０，ξσｋ为无限

小群变换的生成元或生成函数。

类分数阶作用量 （３）在变换前后的差为
ＳＳα（ａ＋）（珔γ）－ＳＳ

α
（ａ＋）（γ）＝

１
Γ（α）∫

珋ｂ

珔ａ
Ｌ［珔τ，珋ｑｋ（珔τ），ｑ

·

ｋ（珔τ{ ）］·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－珔( )τ＋
π( )２ ｄ珔τ－

∫
ｂ

ａ
Ｌ［τ，ｑｋ（τ），ｑｋ（τ）］ｓｉｎ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )２ ｄ}τ

（１２）
其中γ为给定曲线，珔γ为邻近曲线。将式 （１２）对
εσ的主线性部分，即精确到一阶小量的部分，记
为ΔＳＳα（ａ＋），有

ΔＳＳα（ａ＋） ＝
１
Γ( )α∫

ｂ

ａ

Ｌ
[ τΔτ＋

Ｌ
ｑｋ
Δｑｋ＋

Ｌ
ｑｋ
Δｑｋ＋

Ｌ ｄ
ｄτΔτ

＋ １－( )αｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ Δ( ) ]τ·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ｄτ （１３）

对于任意函数Ｆ，其非等时变分Δ与等时变分δ之
间有关系［１０］

ΔＦ＝δＦ＋Ｆ
·

Δτ （１４）
于是有

δｑｋ ＝Δｑｋ－ｑｋΔτ，Δｑｋ ＝
ｄ
ｄτΔ
ｑｋ－ｑｋ

ｄ
ｄτΔτ

（１５）
由式 （１５），式 （１３）可表为

ΔＳＳα（ａ＋） ＝
１
Γ( )α∫

ｂ

ａ

ｄ
ｄτ ＬΔτ＋Ｌｑｋ

δｑ( )ｋ[{ ·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) ]２

＋

Ｌ
ｑｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑｋ
＋ α－( )( １·

ｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ 

Ｌ
ｑ)
ｋ
·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ δｑ}ｋｄτ （１６）

由式 （１１）和 （１５），上式可进一步表为

ΔＳＳα（ａ＋）＝
１
Γ( )α∫

ｂ

ａ
εσ
ｄ
ｄτ Ｌξσ０ ＋

Ｌ
ｑｋ
ξσｋ －ｑｋξσ( )( )[{ ０

·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) ]２

＋

Ｌ
ｑｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑｋ
＋（α－１）ｃｏｔ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )２ 

Ｌ
ｑ( )
ｋ
·

（ξσｋ －ｑｋξσ０）ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) }２
ｄτ　

（１７）

公式 （１３）和 （１７）是类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量
变分的基本公式。

３　类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换
下面我们来建立基于按正弦周期律拓展的分数

阶积分的类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换的定义和判据。

３５
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定义２　如果类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量 （３）
是无限小群变换 （１０）的不变量，即对每一个无
限小变换，始终成立

ΔＳＳα（ａ＋） ＝０ （１８）
则称无限小变换是类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换。

由定义 ２和变分公式 （１３），我们有如下判
据。

判据１　对于无限小群变换 （１０），如果满足
条件

Ｌ
τΔτ

＋Ｌ
ｑｋ
Δｑｋ＋

Ｌ
ｑｋ
Δｑｋ＋

Ｌ ｄ
ｄτΔτ

＋（１－α）ｃｏｔ（（α－１）（ｔ－τ）＋π２）Δ( )τ＝０
（１９）

则变换是系统的类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换。
由定义 ２和变分公式 （１７），我们有如下判

据。

判据２　对于无限小群变换 （１１），如果满足
条件

ｄ
ｄτ Ｌξσ０＋

Ｌ
ｑｋ
（ξσｋ－ｑｋξσ０( )）ｓｉｎ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )[ ]２

＋

Ｌ
ｑ(
ｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑｋ
－（１－α）ｃｏｔ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )２ 

Ｌ
ｑ)
ｋ
·

（ξσｋ －ｑｋξσ０）ｓｉｎ（α－１）（ｔ－τ）＋π( )２ ＝０

（σ＝１，…，ｒ） （２０）
则变换是系统的类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换。

利用关系

Δτ＝εσξ
σ
０，Δｑｋ ＝εσξ

σ
ｋ （２１）

并考虑到无限小参数 εσ的独立性，则式 （１９）可
表为ｒ个方程

Ｌ
τξ

σ
０ ＋
Ｌ
ｑｋ
ξσｋ ＋

Ｌ
ｑｋ
（ξσｋ －ｑｋξσ０）＋

Ｌ（ξσ０ ＋（１－α）ｃｏｔ（（α－１）（ｔ－τ）＋
π
２）ξ

σ
０）＝０

（σ＝１，…，ｒ） （２２）
式 （２２）亦可作为系统对称变换的判据。当取ｒ＝
１时，式 （２２）可称为类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ等式

Ｌ
τξ０

＋Ｌ
ｑｋ
ξｋ＋

Ｌ
ｑｋ
（ξｋ－ｑｋξ０）＋

Ｌ（ξ０＋（１－α）ｃｏｔ（（α－１）（ｔ－τ）＋
π
２）ξ０）＝０

（２３）
其次，我们来建立类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换的
定义和判据。

设Ｌ′是另外的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，如果变换 （１０）
精确到一阶小量满足条件

１
Γ（α）∫

ｂ

ａ
Ｌ［τ，ｑｋ（τ），ｑｋ（τ）］·

ｓｉｎ（（α－１）（ｔ－τ）＋π２）ｄτ＝

１
Γ（α）∫

珋ｂ

珔ａ
Ｌ′［珔τ，珋ｑｋ（珔τ），ｑ

·

ｋ（珔τ）］·

ｓｉｎ（（α－１）（ｔ－珔τ）＋π２）ｄ
珔τ （２４）

则称类分数阶Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量 （３）是无限小群变
换 （１０）下的准不变量。由此确定的 Ｌ′和 Ｌ具有
同样的运动微分方程，则变换称为类分数阶

Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，有
Ｌ′［τ，ｑｋ（τ），ｑｋ（τ）］＝Ｌ［τ，ｑｋ（τ），ｑｋ（τ）］＋
ｄ
ｄτ
Ｇ（τ，ｑｋ（τ））ｃｓｃ（（α－１）（ｔ－珔τ）＋

π
２）

（２５）
将式 （２５）代入式 （２４），得到

１
Γ（α）∫

珋ｂ

珔ａ
Ｌ［珔τ，珋ｑｋ（珔τ），ｑ

·

ｋ（珔τ{ ）］·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－珔( )τ＋
π( )２ ｄ珔τ－

∫
ｂ

ａ
Ｌτ，ｑｋ( )τ，ｑｋ( )[ ]τ ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ ｄ}τ＝
－ １
Γ（α）∫

珋ｂ

珔ａ

ｄ
ｄ珔τ
Ｇ珔τ，珋ｑｋ 珔( )( )τ ｄ珔τ （２６）

式 （２６）的左端在变换 （１０）下是一阶小量，因
此，其右端应为同阶小量，可用ΔＧ代替Ｇ，而

ΔＧ珔τ，珋ｑｋ 珔( )( )τ ＝ΔＧτ，ｑｋ( )τ，ｑｋ( )( )τ （２７）

因此有

定义３　如果类分数阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ作用量 （３）
是无限小群变换 （１０）的准不变量，即对每一个
无限小变换，始终成立

ΔＳ＝－ １
Γ( )α∫

ｂ

ａ

ｄ
ｄτΔ

( )Ｇｄτ （２８）

其中Ｇ＝Ｇτ，ｑ，( )ｑ，则称无限小变换是类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。

由定义３和公式 （１３），我们得到如下判据。
判据３　对于无限小群变换 （１０），如果满足

条件

Ｌ
τΔτ

＋Ｌ
ｑｋ
Δｑｋ＋

Ｌ
ｑｋ
Δｑｋ＋

Ｌ ｄ
ｄτΔτ

＋ １－( )αｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ Δ( )τ＝

－ｄｄτΔ
( )Ｇｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２
σ＝１，…，( )ｒ （２９）

则变换 （２９）是类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。

４５
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由定义３和公式 （１９），我们得到如下判据。
判据４　对于无限小群变换 （１１），如果满足

条件

ｄ
ｄτ Ｌξσ０ ＋

Ｌ
ｑｋ
ξσｋ －ｑｋξσ( )( )[ ０

·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) ]２

＋ Ｌ
ｑｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑ(
ｋ
－

（１－α）ｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ Ｌｑ)

ｋ
·

ξσｋ －ｑｋξσ( )
０ ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ ＝－Ｇσ

σ＝１，…，( )ｒ （３０）
则变换是类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。其中

ΔＧ＝εσＧ
σ （３１）

利用关系 （２１）， （３１），并考虑到 εσ的独立性，
则式 （２９）可表为ｒ个方程

Ｌ
τξ

σ
０ ＋
Ｌ
ｑｋ
ξσｋ ＋

Ｌ
ｑｋ

ξσｋ －ｑｋξσ( )
０ ＋

Ｌξσ０ ＋ １－( )αｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ξσ( )０ ＝

－Ｇσｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２

σ＝１，…，( )ｒ （３２）
式 （３２）亦可作为系统准对称变换的判据，函数
Ｇσ ＝Ｇσ（τ，ｑ，ｑ）称为规范函数。当取ｒ＝１时，式
（３２）给出类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ等式

Ｌ
τξ０

＋Ｌ
ｑｋ
ξｋ＋

Ｌ
ｑｋ

ξｋ－ｑｋξ( )
０ ＋

Ｌξ０＋ １－( )αｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ξ( )０ ＝

－Ｇ
·

ｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ （３３）

利用判据１和判据２可以判断所论系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，利用判据３和判据４可以判断所
论系统的类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性。

４　完整系统的类分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ定理
首先，基于上述类分数阶动力学模型，给出完

整系统的守恒量定义。

定义４　函数Ｉτ，ｑ，( )ｑ称为完整系统 （９）的
守恒量，当且仅当沿着完整系统的类分数阶 Ｅｕｌｅｒ
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程 （９）的解曲线恒成立

ｄ
ｄτ
Ｉτ，ｑ，( )ｑ＝０ （３４）

对于完整系统，如果能找到其类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称变换或准对称变换，便可找到与之相应的守恒

量。有如下定理：

定理１　对于完整系统 （９），如果无限小群变
换 （１１）是定义２意义下的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称
变换，则系统存在ｒ个线性独立的守恒量，形如

Ｉσ ＝ Ｌξσ０ ＋
Ｌ
ｑｋ
ξσｋ －ｑｋξσ( )[ ]０

·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ＝ｃσ

σ＝１，…，( )ｒ （３５）
证明　因为无限小群变换是系统的类分数阶

Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，由定义２，有ΔＳＳα（ａ＋） ＝０，即
１
Γ( )α∫

ｂ

ａ
εσ
ｄ
ｄτ Ｌξσ０ ＋

Ｌ
ｑｋ
ξσｋ －ｑｋξσ( )( )[{ ０

·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) ]２

＋

Ｌ
ｑ(
ｋ
－ｄｄτ

Ｌ
ｑｋ
－（１－α）·

ｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ 

Ｌ
ｑ)
ｋ
·

（ξσｋ －ｑｋξσ０）ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) }２
ｄτ＝０

（３６）
将方程 （９）代入上式，由积分区间的任意性和参
数εσ的独立性，得到

ｄ
ｄτ Ｌξσ０ ＋

Ｌ
ｑｋ
ξσｋ －ｑｋξσ( )( )[ ０

·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( ) ]２

＝０ （３７）

积分之，便得式 （３５）。证毕。
定理２　对于完整系统 （９），如果无限小群变

换 （１１）是定义３意义下的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对
称变换，则系统存在ｒ个线性独立的守恒量，形如

Ｉσ ＝ Ｌξσ０ ＋
Ｌ
ｑｋ
ξσｋ －ｑｋξσ( )[ ]０

·

ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ＋Ｇσ ＝ｃσ

σ＝１，…，( )ｒ （３８）
定理 １和定理 ２可称为完整系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。由Ｎｏｅｔｈｅｒ定理可知，对于完整约束
系统，如能找到系统的一个类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称
变换或准对称变换，便有可能得到系统的一个守恒

量。

例　平面Ｋｅｐｌｅｒ问题的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２
ｑ２１＋ｑ( )２

２ ＋μｑ
２
１＋ｑ( )２

２
－１２，

ｑ２１＋ｑ
２
２≠( )０ （３９）

试研究其基于按正弦周期律拓展的分数阶积分的类

分数阶Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量。

５５
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首先，寻找类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。类
分数阶广义Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （３２）给出

－μｑ２１＋ｑ( )２
２

－３
２ ｑ１ξ１＋ｑ２ξ( )

２ ＋
ｑ１ ξ１－ｑ１ξ( )

０ ＋ｑ２ ξ２－ｑ２ξ( )
０ ＋

Ｌξ０＋ １－( )αｃｏｔ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ξ( )０ ＝

－Ｇｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ （４０）

方程 （４０）有解
ξ１０ ＝０，　ξ

１
１ ＝－ｑ２，　ξ

１
２ ＝ｑ１，　Ｇ

１ ＝０ （４１）

ξ２０ ＝ｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ，

ξ２１ ＝ｑ１ｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ，

ξ２２ ＝ｑ２ｃｓｃ α－( )１ ｔ－( )τ＋
π( )２ ，

Ｇ２ ＝－１２
ｑ２１＋ｑ( )２

２ －μｑ
２
１＋ｑ( )２

２
－１２ （４２）

生成元 （４１）对应于系统的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称
变换，生成元 （４２）对应于系统的类分数阶
Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。

由定理１，相应于生成元 （４１），系统存在如
下守恒量

Ｉ１ ＝ ｑ１ｑ２－ｑ１ｑ( )
２ ｓｉｎ α－( )１ ｔ－( )τ＋

π( )２ ＝ｃｏｎｓｔ．

（４３）
式 （４３）是我们得到的系统的类分数阶 Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称性 （３５）导致的守恒量。

由定理 ２，相应于生成元 （４２），守恒量式
（３５）给出

Ｉ２ ＝０ （４４）
因此，对应生成元 （４２）的无限小变换是平庸的。
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